PTSI Fonctions usuelles 2024-2025

Montrer les formules suivantes (on pourra ne pas s’attaquer a toutes, et s’assurer
qu’on a compris le mécanisme) :

1. (Addition et duplication) Pour tout (z,y) e R x R, on a :
. y .
FeL“”e d exercices 7 (i) ch(z +y) =chazchy +shxzshy et ch(z —y) = chazchy —shashy.
. (i) ch(2x) = ch?(z) + sh?(z).
FonCt|0nS Usue”es (iii) sh(x +y) =shzchy + chzshy et sh(zx —y) =shzchy —chzshy
(iv) sh2z = 2shxzchz.

2. (Conversion produit-somme) Pour tout (z,y) e R x R, on a :

(i) ch(z)ch(y) = 5 (ch(z +y) + ch(z — y)).

—  Exercice 1 €00 Maitriser les puissances .
(ii) sh(z)sh(y) = % (ch(z + y) — ch(z —y)).
Résoudre les (in)équations suivantes (on prendra bien soin au domaine de validité des (iii) sh(z)ch(y) =  (sh(z + y) + sh(z — y)).
quantités en jeu) : 3. (Conversion somme-produit) Pour tout (z,y) e R x R, on a :
1 oVe = 2 2. 2Ve = \/5‘/5 3. elnlel > ellnel g glve < B, 3% <97 — 1. (i) ch(z) + ch(y) = 2ch(*5Y) ch(5Y).

(i) ch(z) — ch(y) = 2sh(ZF¥) sh(Z5Y).
(iii) sh(z) + sh(y) = 2sh(Z3¥) ch(ZFY).
(iv) sh(z) —sh(y) = 2ch(Z¥)sh(ZFY).

Ces formules ne sont pas & apprendre par coeur.

— Exercice 2 000 mmm

1. Donner le domaine de définition A = R de la fonction f(z) = 10(z—1)*"1(3—z)37*.
2. Montrer que le graphe de la fonction posséde des symétries que 1’on précisera.

3. Démontrer que pour tout x € A, on a 10 < f(x).
(=) —— Exercice 7 €00 == Linéarisation hyperbolique

= Exercice 3 000 mm— Des puissances d’entiers

1. Mont : Vo e R, ch(4w) = 8ch*z — 8ch’z + 1.
Pour quelles valeurs (n,p) € N* x N* a-t-on n? = p™? On pourra chercher a faire ontrer que : ¥ & R, ch(4r) chr—scird
intervenir la fonction z — 22 2. Montrer que : Vz € R, sh® z = % sh(5z) — 1—56 sh(3z) + % sh .
xr

. 3. Donner une primitive de x — sh® z.
m— Exercice 4 €00 La tangente hyperbolique

hx = Exercice 8§ 00 Souvenez-vous pour les sommes trigonométriques

Soit la fonction th : R — R définie par th(z) = 17 Btudier cette fonction.

chz
Soit n € N, ainsi que a et b deux réels. Calculer

— Exercice 5 €00
n

Cn =) ch(a+kb) et C,= ) sh(a+kb).
k=0

Résoudre dans R les (in)équations suivantes (on pourra poser X = e”) :

1. chz =+/5. 2. shz=+35 3. cha <+/26.

k=0

= Exercice 6 €00 Formules hyperboliques (non exigibles) =  Exercice 9 eee mmm Paramétrage et déphasage hyperbolique
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On se donne (a, b) € R*\{(0,0)}.

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) pour que le systéme

ch(y) =a
sh(y) = b

d’inconnue y € R ait une solution, puis le résoudre.

2. On suppose que (a,b) vérifie a > 0 et a® > b?. Montrer que :
JpeRVzeR, achz+bshe =+/a%—b2ch(z+ o).
3. On suppose que a < 0 et a® > b. En déduire que :

JpeR,VreR, achz+bshe =—+/a?—b%ch(x+ ).
4. Etablir des résultats similaires pour z — achz + bsh x lorsque b? > a? (on permu-
tera intelligement les roles des paramétres).

= Exercice 10 eoo ==== Revenir aux définition Simplifier les quantités suivantes :

1. Arccos(cos ). 2. Arccos(—sin X).

6

4. sin(Arccosz) avec z € [—1,1]. 5. Arcsin(cosz) avec x € [m, 27].

= Exercice 11 eeo ===  Etudier une fonctions  Etudier la fonction f(z) =
1+x

Arcsin =7 : domaine de définition, et de dérivabilité, variations, représentation gra-

phique, et plus si affinités.

== Exercice 12 e0co === En étudiant les fonctions

xeR,, on a Arctan(z) >

Montrer que pour tout

_Z _
1422 -

- Exercice 13 oe00 mm Raisonnements et formules

Soit n € N. Montrer qu’il existe o € R tel que

n

Arctan = Arctan o

n+1
1 + Arctan ,
puis exprimer « en fonction de n. Appliquer avec n = 3.

— Exercice 14 000 mmm Formules et raisonnements

3. Arcsin(cos 17).

—  Exercice 17 000

Résoudre par analyse-synthése les équations suivantes :

1. Arccosz + Arcsin(z? + 2 —1) = 2. 2. Arcsinz = Arcsin 7 + Arcsin 3.

——  Exercice 15 €00 mmmm Si on peut éviter de dériver...

Soit la fonction f : x +— Arctanz + Arctan x>.

1. Donner son domaine de définition, et ses variations. Montrer que c’est une bijection
(on précisera avec soin le domaine d’arrivée).

2. Dériver la fonction.

3. Donner le nombre de solutions de ’équation f(z) = %’T, puis résoudre cette équa-
tion.

—  Exercice 16 eee Formules de type Euler, Machin et autres

On démontre des formules qui relient le nombre 7 a I’'arctangente de fractions. Celles-
ci ont été utiles pour approcher 7, car on a des méthodes pour approcher 'arctangente
d’un nombre (surtout s’il est petit).

1. Montrer que

a. Arctan% + Arctan% =7
b. 2Arctan% - Arctan% =7
c. 2 Arctan% + Arctan% =7

2. Il est possible de retrouver ces formules en introduisant les nombres complexes qui
vont bien. Par exemple, soient z; = 3 + i et 25 = 7 + ¢. En calculant un argument
de 22z de deux maniéres différentes, retrouver la troisiéme formule.

3. a. Pour z € [0, 5[, exprimer tan(4x) en fonction de tanz.

b. Montrer que 4 Arctan($) = Arctan 29.
c. En déduire

1 1 T
4 A - —A — = —,
rctan 5 rctan 939 1

Introduire des nombres complexes z; et z3 pour une preuve moins calculatoire,
similaire a la question 2.

d. En utilisant un développement limité de Arctan en 0,proposer une approxi-
mation de 7.

Simplifier une somme

1. Soit n € N, calculer Arctan(n + 1) — Arctan(n).
2. Simplifier la somme

= 1
Sn ];0 ArCtan(m)

et étudier sa limite lorsque n — +oo0.
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